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È ÁÈÁËÈÎÒÅÊÀ NAUTY

êîä, íèêîãäà íå ïîòðåáóåòñÿ ïðîâåðÿòü íå-
ïîñðåäñòâåííî èçîìîðôèçì ãðàôîâ, � äîñ-
òàòî÷íî ñðàâíèâàòü äâå ñòðîêè. Êîäû îäè-
íàêîâû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôû
èçîìîðôíû.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåä äîáàâëåíèåì ãðà-
ôà â áàçó ìû âû÷èñëèì åãî êàíîíè÷åñêèé
êîä è çàòåì îñóùåñòâèì ïîèñê ýòîãî êîäà
(ñòðîêè) ñðåäè èìåþùèõñÿ. Ïîèñê ñòðîê,
â îòëè÷èå îò èçîìîðôíûõ ãðàôîâ, îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ áûñòðî. Ïðîáëåìà ðåøåíà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèå
êîäû � íå åäèíñòâåííîå ñðåäñòâî. Ñóùå-
ñòâóåò íåìàëî êîäîâ, êîòîðûå âû÷èñëÿþò-
ñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è íå ÿâëÿþò-
ñÿ «êàíîíè÷åñêèìè» â òîì ñìûñëå, ÷òî
ìîãóò ñîâïàäàòü ó íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ.
Îäíàêî, åñëè êîäû ðàçíûå, òî ãðàôû íå-
èçîìîðôíû. Ïîëüçóÿñü ýòèì, ìîæíî îñó-
ùåñòâèòü îòñåèâàíèå (screening) áîëüøåé
÷àñòè íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ, è ïðîâåðÿòü
èçîìîðôèçì òîëüêî äëÿ îñòàâøèõñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êà-
íîíè÷åñêîãî êîäà íå ïðîùå, ÷åì çàäà÷à
ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà, íî îíà èíòåðåñíåå,
è êàíîíè÷åñêèå êîäû óäîáíåå â èñïîëüçî-
âàíèè: íà îäèí ãðàô âûçûâàåòñÿ ðîâíî îäíà
ñïåöèàëüíàÿ ïðîöåäóðà.

Ëþáîé êàíîíè÷åñêèé êîä ñîñòîèò
èç (i) îïðåäåë¸ííîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ
ãðàôà è (ii) ïðîöåäóðû ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ
âåðøèí. Íàñ íå èíòåðåñóåò ñõåìà êîäèðî-
âàíèÿ: ýòî ìîæåò áûòü îáõîä â ãëóáèíó, èëè
â øèðèíó, èëè ðàçâ¸ðíóòàÿ â ñòðîêó ìàò-

Äîïóñòèì, ìû õðàíèì è ïîääåðæèâàåì
áàçó äàííûõ ìîëåêóë, èëè ïóòåé ìåòàáîëèç-
ìà [1] â áèîëîãè÷åñêèõ êëåòêàõ, èëè âîâñå
áàçó àáñòðàêòíûõ ãðàôîâ, äëÿ êàêîé-ëèáî
çàäà÷è ïî êîìáèíàòîðèêå [2]. Â ëþáîì ñëó-
÷àå ðå÷ü èä¸ò î ãðàôàõ ñ äîïîëíèòåëüíûìè
ñâîéñòâàìè.

Ïðè ïîìåùåíèè â áàçó î÷åðåäíîé çàïè-
ñè íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî àíàëîãè÷íîé
çàïèñè â áàçå åù¸ íåò. Âûðàæàÿñü ìàòåìà-
òè÷åñêè, íóæíî óáåäèòüñÿ â îòñóòñòâèè ãðà-
ôîâ, èçîìîðôíûõ äîáàâëÿåìîìó. Íàèáîëåå
ãðóáûé (è íàèìåíåå áûñòðûé) ñïîñîá âûã-
ëÿäèò òàê: ìû ïåðåáèðàåì âñþ áàçó è îñó-
ùåñòâëÿåì ïðîâåðêó èçîìîðôèçìà êàæäîãî
ãðàôà èç áàçû ñ íîâûì îáðàçöîì.

Ïðîâåðêà èçîìîðôèçìà äâóõ ãðàôîâ �
íåïðîñòàÿ çàäà÷à. Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ïðè-
íàäëåæèò ê êëàññó NP, íî ïðèíàäëåæíîñòü
å¸ ê êëàññàì P èëè NP-ïîëíûõ äî ñèõ ïîð
ïîä âîïðîñîì. Ïîêà ÷òî äëÿ ýòîé çàäà÷è
ïðèäóìàí ñîáñòâåííûé êëàññ ñëîæíîñòè
â NP ïîä íàçâàíèåì GI [3]. Íî äàæå åñëè
ó íàñ áóäåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ïðî-
âåðêè èçîìîðôèçìà ãðàôîâ, â ëþáîì ñëó-
÷àå, íà ïðîâåðêó ïðèñóòñòâèÿ íîâîãî îáðàçöà
óéäóò ìíîãèå ìèíóòû.

Âîçìîæíî, ïåðåä ëèöîì ýòîé îïàñíîñ-
òè è áûëè èçîáðåòåíû êàíîíè÷åñêèå êîäû
ãðàôîâ [4]. Êàíîíè÷åñêèé êîä � ýòî ñòðîêî-
âîå ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà, íå çàâèñÿùåå îò -
ïîðÿäêà íóìåðàöèè âåðøèí, ñâîåãî ðîäà
õåø-êîä áåç ïðîìàõîâ. Åñëè èìåòü òàêîé



28

Ïàâëîâ Ä.À.

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 5, 2009 ã.

ðèöà ñìåæíîñòè, èëè ïðîñòî ñïèñêè âåð-
øèí è ð¸áåð... Êàê áû òî íè áûëî, êîäè-
ðîâàíèå ãðàôà ïîäðàçóìåâàåò êàêîé-òî ïî-
ðÿäîê åãî âåðøèí. Íàøà çàäà÷à � óïîðÿäî-
÷èòü âåðøèíû òàê, ÷òîáû ðåçóëüòàò íå çà-
âèñåë îò èçíà÷àëüíîãî ïîðÿäêà. Ýòî íàçû-
âàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé íóìåðàöèåé (canonical
numbering, canonical labeling).

Ïîõîæå, ÷òî ïèîíåðàìè ýòîé çàäà÷è
ÿâëÿþòñÿ Àðëàçàðîâ, Çóåâ, Óñêîâ è Ôàðàä-
æåâ, íàïèñàâøèå â 1973 ãîäó ñòàòüþ «Àë-
ãîðèòì ïðèâåäåíèÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà-
ôîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó» [5]. Íàñêîëüêî
áîëüøóþ ðîëü ñûãðàëè èõ èäåè � îòäåëü-
íàÿ òåìà, âûõîäÿùàÿ çà ðàìêè äàííîé çà-
ìåòêè; ìû îñòàíåìñÿ â ðåàëèÿõ ñåãîäíÿø-
íåãî äíÿ.

Ðåàëèè, îäíàêî, ìàëî èçìåíèëèñü çà
ïîñëåäíèå 15 ëåò. Àâñòðàëèéñêèé ïðîôåñ-
ñîð Áðåíäàí ÌàêÊåé (Brendan McKay)
â 1980-õ ãîäàõ íàïèñàë ñòàòüþ «Practical
Graph Isomorphism» [6] è ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðîãðàììíûé ïàêåò ïîä íàçâàíèåì nauty [7].
Äîëãîå âðåìÿ íèêîìó íå óäàëîñü ïðåâçîéòè
nauty ïî áûñòðîäåéñòâèþ, õîòÿ äëÿ íåêî-
òîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ áîëåå ýôôåêòèâíûå
àëãîðèòìû âñ¸ æå ïîÿâëÿþòñÿ. Îñîáîãî óïî-
ìèíàíèÿ çàñëóæèâàþò áèáëèîòåêè bliss [8]
è saucy2 [9], êîòîðûå íà áîëüøèõ ðàçðå-
æåííûõ ãðàôàõ óâåðåííî îáãîíÿþò nauty.
Íî ýòè àëãîðèòìû ôàêòè÷åñêè íå áîëåå ÷åì
nauty ñ ìîäèôèêàöèÿìè.

Ïå÷àëüíî äðóãîå: ìàëî êòî èç ïðîãðàì-
ìèñòîâ ñóìåë õîòÿ áû ïîäîéòè áëèçêî ê ïî-
íèìàíèþ òîãî, êàê ðàáîòàåò nauty. Åñëè ìû
ïîñìîòðèì íà ñîâðåìåííûå ïðîãðàììíûå
ïàêåòû, òî îêàæåòñÿ, ÷òî îíè ëèáî íàïðÿ-
ìóþ èñïîëüçóþò ýòó áèáëèîòåêó: Magma,
MuPAD, GRAPE, Planarity, Cyberaide, igraph
(èñïîëüçóåò bliss), ëèáî èñïîëüçóþò áîëåå
ïðèìèòèâíûå àëãîðèòìû OpenBabel, Marvin.
Â ëþáîì ñëó÷àå îá îñìûñëåíèè nauty ðå÷ü
íå èä¸ò. Ïðèÿòíûì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ
InCHI (http://www.iupac.org/inchi/), â êîòî-
ðîé ïðèñóòñòâóåò àëãîðèòì, ÿâíî ñäåëàííûé
ñ îãëÿäêîé íà nauty. Íàñòîÿùàÿ ïîïóëÿð-
íîñòü ê àëãîðèòìó ÌàêÊåÿ ïðèä¸ò òîãäà,
êîãäà â êàæäîì ïàêåòå îí áóäåò ðåàëèçîâàí
ïî-ñâîåìó.

ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÊÈ
È ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈß

Ãîâîðÿ çäåñü î ðàçáèåíèÿõ, ìû ïîäðàçó-
ìåâàåì óïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
âåðøèí ãðàôà, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî
ìíîæåñòâà âåðøèí â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî íà-
áîðà åãî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñ-
òûõ ïîäìíîæåñòâ. [a b c | d e] è [a c b | e d] �
îäíî è òî æå ðàçáèåíèå, íî [d e | a b c] îò
íåãî îòëè÷àåòñÿ. Ïîäìíîæåñòâà [a b c] è
[d e] íàçûâàþòñÿ ÿ÷åéêàìè (cells).

Åñëè êàæäàÿ ÿ÷åéêà ðàçáèåíèÿ π1 ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêè
ðàçáèåíèÿ π2, òî π1 íàçûâàåòñÿ ïîäðàçáèå-
íèåì π2, à π2 � íàäðàçáèåíèåì π1. Òàêæå
ãîâîðÿò, ÷òî π1 ìåëü÷å π2, à π2 êðóïíåå π1.
Ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ïðè ïîäðàçáèå-
íèè ñîõðàíÿåòñÿ ïîðÿäîê ÿ÷ååê. Íàïðè-
ìåð, [a b | c | d e] ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì
[a b c | d e] è [a b | c d e], íî íå [c | a b d e].

Ðàçáèåíèå, â êîòîðîì âñå ïîäìíîæåñòâà
ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ äèñ-
êðåòíûì (discrete partition). Äèñêðåòíîå ðàç-
áèåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì îáðàçóåò ïåðå-
ñòàíîâêó (permutation) âåðøèí. Íàïðèìåð,
äèñêðåòíîå ðàçáèåíèå [b | c | a | d | e] îáðà-
çóåò ïåðåñòàíîâêó (b, c, a, d, e).

Ðàçáèåíèå, ñîñòîÿùåå èç îäíîé ÿ÷åéêè,
íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì (unit partition).
Ëþáîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì
ýëåìåíòàðíîãî.

Ïîêàæåì ïðîöåäóðó ïåðåáîðà âñåõ ïåðå-
ñòàíîâîê âåðøèí, îñíîâàííóþ íà ïåðåáîðå
ðàçáèåíèé. Ïðè ñâîåé êðàéíåé ïðèìèòèâíî-
ñòè îíà ÿâëÿåòñÿ áàçîé âñåãî àëãîðèòìà êàíî-
íè÷åñêîé íóìåðàöèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ
ïåðåñòàíîâîê â ïðîöåäóðó ñëåäóåò ïåðåäàòü
ýëåìåíòàðíîå ðàçáèåíèå (ñì. ëèñòèíã 1).

Íà ýòîì ìåñòå ó ÷èòàòåëÿ ìîæåò âîçíèê-
íóòü âîïðîñ: çà÷åì íóæíû ðàçáèåíèÿ, åñëè
íàøà öåëü � ïåðåáîð ïåðåñòàíîâîê? Äà, 
äëÿ ïåðåáîðà âñåõ ïåðåñòàíîâîê íå íóæíî
ââîäèòü ïîíÿòèå ðàçáèåíèé. Íî íà ñàìîì
äåëå âñå ïåðåñòàíîâêè íàì íå íóæíû, à íóæ-
íà îäíà ïåðåñòàíîâêà � êàíîíè÷åñêàÿ, êî-
òîðóþ ìû âûáèðàåì êàê «ëó÷øóþ» ñðåäè
êàêîãî-òî êëàññà ïåðåñòàíîâîê (íå îáÿçàòåëü-
íî âñåõ). Î÷åâèäíî, ÷òî, ÷åì ìåíüøå ýòîò
êëàññ, òåì ëó÷øå, íî åñòü óñëîâèå: ñîñòàâ
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ýòîãî êëàññà ïåðåñòàíîâîê íå äîëæåí çàâè-
ñåòü îò èñõîäíîé íóìåðàöèè âåðøèí. Èìåí-
íî çäåñü íàì ïîìîæåò èäåÿ ðàçáèåíèé: ìû
áóäåì íå îòáðàñûâàòü ïåðåñòàíîâêè, à óòî÷-
íÿòü ðàçáèåíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â ïåðåáîðå.

ÃÎÄÍÛÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈß

Ìû íàçûâàåì ðàçáèåíèå π ãîäíûì
(equitable), åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå ñâîéñòâî: äëÿ ëþáûõ äâóõ ÿ÷ååê
V1, V2 ∈ π (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) è
äëÿ ëþáûõ v1, v2 ∈ V1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî d(v1, V2) = d(v2, V2), ãäå d(v, V) � êî-
ëè÷åñòâî âåðøèí â V, ñìåæíûõ ñ v. Î÷åâèä-
íî, ÷òî âñå äèñêðåòíûå ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ãîäíûìè.

Â ðàáîòå ÌàêÊåÿ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî ðàçáèåíèÿ π ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

åãî íàèêðóïíåéøåå ïîäðàçáèåíèå, ÿâëÿþ-
ùååñÿ ãîäíûì. Ïðîöåäóðà óòî÷íåíèÿ (refine)
ðàçáèåíèÿ íàõîäèò ýòî ãîäíîå ïîäðàçáèå-
íèå. Â óïðîù¸ííîì âèäå îíà âûãëÿäèò òàê
(ñì. ëèñòèíã 2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïåðåáðàòü âñå ãîä-
íûå ïîäðàçáèåíèÿ è âñå ïðîèñõîäÿùèå îò
íèõ ïåðåñòàíîâêè, íàì íóæíî âñåãî ëèøü
âñòàâèòü âûçîâ ïðîöåäóðû Refine â ïåðå-
áîð (ñì. ëèñòèíã 3).

Ïðîöåññ ïåðåáîðà ïåðåñòàíîâîê ìîæíî
èçîáðàçèòü êàê äåðåâî ðàçáèåíèé, êîòîðîå
îáõîäèòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ñðåäè ëèñòüåâ
ïåðâûì ïðè îáõîäå âñòðå÷àåòñÿ ñàìûé ëå-
âûé. Îáîçíà÷èì åãî ξ (ðèñ. 1). (Ïðàâàÿ ïî-
ëîâèíà äåðåâà ïîêàçàíà íå öåëèêîì. Âûçî-
âû Refine, êîòîðûå íå óòî÷íÿþò ïîäðàç-
áèåíèå, òàêæå îïóùåíû).

Ëèñòèíã 1

function AllPermutations(πππππ = [V0|...|Vk])
   if πππππ � äèñêðåòíîå ðàçáèåíèå:
      yield πππππ
   else:
      âûáðàòü Vi ∈∈∈∈∈ πππππ : |Vi| ≠≠≠≠≠ 1
      for v ∈∈∈∈∈ Vi:
         AllPermutations([V0|...|{v}|Vi\v|...|Vk])

Ëèñòèíã 2

function Refine(πππππ = [V0|...|Vk])
   for Vi ∈∈∈∈∈ πππππ:
      for Vj ∈∈∈∈∈     πππππ:
         ïîäðàçáèòü Vj, ñãðóïïèðîâàâ ýëåìåíòû v ∈∈∈∈∈     Vj ïî d(v, Vi) è
îòñîðòèðîâàâ ïî âîçðàñòàíèþ d(v, Vi)
         çàìåíèòü Vj â πππππ íà ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçáèåíèÿ, óäëèíÿÿ öèêë
ïî Vi, íî íå óäëèíÿÿ öèêë ïî Vj
   return πππππ

Ëèñòèíã 3

function AllEquitablePermutations(πππππ = [V0|...|Vk])
   Refine(πππππ)
   if πππππ � äèñêðåòíîå ðàçáèåíèå:
      yield πππππ
   else:
      âûáðàòü Vi ∈∈∈∈∈ πππππ : |Vi| ≠≠≠≠≠ 1
      for v ∈∈∈∈∈     Vi:
         AllPermutations([V0|...|{v}|Vi\v|...|Vk])
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ÑÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ
È ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌÛ

Íàøà çàäà÷à � íàéòè êàíîíè÷åñêóþ ïå-
ðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà âåðøèí èñõîäíîãî
ãðàôà. Äëÿ ýòîãî íóæíî îáçàâåñòèòü ôóíê-
öèåé ñðàâíåíèÿ ïåðåñòàíîâîê cmp, êîòîðàÿ
áû îïðåäåëÿëà, êàêàÿ èç äâóõ «ëó÷øå» (èëè
îíè îäèíàêîâûå). Ôóíêöèÿ äîëæíà çàäàâàòü
òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå, à å¸ ðåçóëüòàò
íå äîëæåí çàâèñåòü îò ïåðâîíà÷àëüíîé íó-
ìåðàöèè âåðøèí ãðàôà. Ïðèìåð òàêîé ôóí-
êöèè: ïî èñõîäíîìó ãðàôó G è ïåðåñòàíîâ-
êàì π1 è π2 ïîñòðîèòü ãðàôû G1 è G2, âû-
÷èñëèòü èõ ìàòðèöû ñìåæíîñòè è â êà÷å-
ñòâå cmp(π1, π2) âåðíóòü ðåçóëüòàò ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ìàòðèö, ðàçâ¸ð-
íóòûõ â ñòðîêè. Òàêèì îáðàçîì, êàíîíè÷åñ-
êîé ïåðåñòàíîâêîé áóäåò ñ÷èòàòüñÿ òà, äëÿ
êîòîðîé ìàòðèöà ñìåæíîñòè íàèáîëüøàÿ;
åñëè òàêèõ ïåðåñòàíîâîê äâå è áîëåå, òî 
îíè ñ÷èòàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè, è â êà÷åñòâå
êàíîíè÷åñêîé ìîæíî âçÿòü ëþáóþ èç íèõ.

Êàêîé ñìûñë äëÿ íàñ èìåþò «íåðàçëè-
÷èìûå» ïåðåñòàíîâêè? Ïóñòü cmp(π1, π2)=0.
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïå-
ðåñòàíîâêà γ = π2

�1
°π1 (êîìïîçèöèÿ π1 è

ïåðåñòàíîâêè, îáðàòíîé π2) ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìîðôèçìîì âåðøèí èñõîäíîãî ãðàôà.

Èñïîëüçîâàíèå àâòîìîðôèçìîâ ïîçâîëÿ-
åò ñóùåñòâåííî (èíîãäà  � íà ïîðÿäêè) ñî-
êðàòèòü ïåðåáîð ïðè íàõîæäåíèè êàíîíè-
÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè. Ïîýòîìó â nauty è
ïðîèçâîäíûõ àëãîðèòìàõ îáÿçàòåëüíî îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
âñåé ãðóïïû àâòîìîðôèç-
ìîâ ãðàôà, òîãäà êàê íà-
õîæäåíèå ñîáñòâåííî êà-
íîíè÷åñêîé íóìåðàöèè
ñäåëàíî îïöèåé.

Åñòü ñëåäóþùèé ñïî-
ñîá íàéòè ãåíåðàòîðû
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
ãðàôà: ïðè îáðàáîòêå ïåð-
âîãî âñòðåòèâøåãîñÿ äèñ-
êðåòíîãî ðàçáèåíèÿ ξ îíî
ñîõðàíÿåòñÿ. Êàæäîå ïîñ-
ëåäóþùåå äèñêðåòíîå ðà-
çèáåíèå π ñðàâíèâàåòñÿ

ñ ξ: åñëè ïåðåñòàíîâêà ξ�1
°π ÿâëÿåòñÿ àâòî-

ìîðôèçìîì ãðàôà, òî ýòà ïåðåñòàíîâêà çà-
ïèñûâàåòñÿ â ãðóïïó ãåíåðàòîðîâ.

ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ ÏÅÐÅÁÎÐÀ 1: 
ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌ ξξξξξ�1

°πππππ

Ïîñëå îáíàðóæåíèÿ àâòîìîðôèçìà ξ�1
°π

îáõîä ìîæíî «ïîäíÿòü» ïî äåðåâó äî îá-
ùåãî ïðåäêà π è ξ, ïîñêîëüêó ïîääåðåâî
ýòîãî ïðåäêà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ξ�1

°π,
«èçîìîðôíî» ïîääåðåâó, â êîòîðîì íàõîäèò-
ñÿ ξ, è íå ñîäåðæèò íîâîé èíôîðìàöèè.
Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàáî-
òå ÌàêÊåÿ.

ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ ÏÅÐÅÁÎÐÀ 2: 
ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌ ρρρρρ�1

°πππππ

Êàê áûëî ñêàçàíî, ïîèñê êàíîíè÷åñêîé
íóìåðàöèè � òîëüêî îïöèÿ â àëãîðèòìå íà-
õîæäåíèÿ àâòîìîðôèçìîâ. Êîãäà ýòà îïöèÿ
âêëþ÷åíà, ìû õðàíèì åù¸ îäíó ïåðåñòàíîâ-
êó ρ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ «ëó÷øåé» íà äàííûé
ìîìåíò (best so far, BSF). Ïðè îáíàðóæåíèè
ïåðâîé ïåðåñòàíîâêè ξ ìû êîïèðóåì å¸ â ρ.
Êàæäóþ ïîñëåäóþùóþ ïåðåñòàíîâêó π ìû
ñðàâíèâàåì ñ ρ.

Åñëè cmp(π, ρ) > 0, òî ìû êîïèðóåì ξ
â ρ. Åñëè cmp(π, ρ) < 0, òî íè÷åãî íå äåëà-
åì. Åñëè æå cmp(π, ρ) = 0, òî ρ�1

°π ÿâëÿåòñÿ
íîâûì àâòîìîðôèçìîì, è îáõîä ìîæíî
«ïîäíÿòü» ïî äåðåâó äî îáùåãî ïðåäêà π
è ρ.

Ðèñ. 1
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ ÏÅÐÅÁÎÐÀ 3: ÎÐÁÈÒÛ

Îðáèòà âåðøèíû v � ýòî ïîäìíîæåñòâî
âåðøèí, â êîòîðûå ìîæåò ïåðåéòè v â ðå-
çóëüòàòå äåéñòâèÿ àâòîìîðôèçìîâ. Íàïðè-
ìåð, íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû îðáèòû âåðøèí
ãðàôà.

Â íà÷àëå ðàáîòû nauty êàæäàÿ âåðøèíà
ïðèíàäëåæèò ñâîåé ñîáñòâåííîé îðáèòå.
Ïî ìåðå îòêðûâàíèÿ íîâûõ àâòîìîðôèçìîâ
îðáèòû óâåëè÷èâàþòñÿ, à èõ êîëè÷åñòâî �
ñîêðàùàåòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè íàéäåí àâòî-
ìîðôèçì (a, b, c, d, e) → (b, a, c, e, d), òî
ñïèñîê îðáèò èç [a][b][c][d][e] ñòàíîâèòñÿ
[a b] [c] [d e]. Åñëè ïîñëå ýòîãî íàéäåí àâ-
òîìîðôèçì (a, b, c, d, e) → (a, c, b, d, e),
òî ñïèñîê îðáèò ñòàíîâèòñÿ [a b c] [d e].

Ðàññìîòðèì «ëèíèþ ïðåäêîâ» ïåðâîãî
äèñêðåòíîãî ðàçáèåíèÿ ξ. Ïðåäïîëîæèì,
ìû â ïðîöåññå îáõîäà äåðåâà âåðíóëèñü ê
êàêîìó-ëèáî èç ïðåäêîâ î (íàçîâ¸ì åãî υ),
÷òîáû ïðîäîëæèòü îáõîä äðóãèõ ïîòîìêîâ
υ, ïåðåáèðàÿ äðóãèå ýëåìåíòû ÿ÷åéêè Vi.
Åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò vk ∈ Vi ëå-
æèò íà îäíîé îðáèòå ñ óæå ðàññìîòðåííûì
ýëåìåíòîì vj ∈ Vi, òî ñóùåñòâóåò àâòîìîð-
ôèçì, îòêðûòûé â ïðîöåññå îáõîäà áîëåå
ðàííèõ óçëîâ, êîòîðûé ïåðåâîäèò vj â vk.
Â ðàáîòå ÌàêÊåÿ äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå íåò ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü âñ¸ ïîääåðå-
âî, ïðîèçâåä¸ííîå îòäåëåíèåì vk: âñå ëèñ-
òüÿ ýòîãî ïîääåðåâà áóäóò èçîìîðôíû ðà-
íåå îòêðûòûì ëèñòüÿì, è âñå àâòîìîðôèç-
ìû, êîòîðûå áóäóò íàéäåíû ïðè îáõîäå ýòî-
ãî ïîääåðåâà, áóäóò ïîâòîðÿòü ïðåäûäóùèå.

Íåáîëüøîå çàìå÷àíèå: ïîñëå ðåàëèçà-
öèè ïðîöåäóðû Refine ìîæåò ïîêàçàòüñÿ,
÷òî óòî÷íåíèå òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ êàê
ðàç è îïðåäåëÿåò îðáèòû âåðøèí. Äëÿ ìíî-
ãèõ ãðàôîâ ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, íî íå

äëÿ âñåõ. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ïðèìåð ãðàôà,
íà êîòîðîì ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ.

Äëÿ âñåõ ãðàôîâ, îäíàêî, âåðíî òî, ÷òî
ðàçáèåíèå ïî îðáèòàì ÿâëÿåòñÿ ïîäðàçáèå-
íèåì óòî÷íåíèÿ òðèâèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ.

ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ ÏÅÐÅÁÎÐÀ 4: 
fix è mcr

Ñ óçëàìè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäêà-
ìè ξ, ïðåäûäóùåå ñîêðàùåíèå ïåðåáîðà äå-
ëàòü íåëüçÿ. Äëÿ íèõ åñòü ìåíåå ñèëüíûé,
íî òîæå äåéñòâåííûé êðèòåðèé îòñå÷åíèÿ
ïîòîìêîâ. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ
íåîáõîäèìî ñîõðàíÿòü èíôîðìàöèþ î êàæ-
äîì àâòîìîðôèçìå â îòäåëüíîñòè (âìåñòî
ìíîæåñòâà îðáèò, êîòîðîå íàêàïëèâàåò èí-
ôîðìàöèþ î âñåõ àâòîìîðôèçìàõ â ñîâîêóï-
íîñòè). Äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî àâòîìîð-
ôèçìà ã çàïîìèíàþòñÿ äâà ìíîæåñòâà: fix(γ)
è mcr(γ). fix(γ) � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí,
êîòîðûå ïðè äåéñòâèè àâòîìîðôèçìà îñòà-
þòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ, mcr(γ) � ýòî ìíîæå-
ñòâî âåðøèí, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëü-
íûìè ïî íîìåðó â ñâîèõ îðáèòàõ. Èìåþòñÿ
â âèäó îðáèòû, ñîñòàâëåííûå ïî îäíîìó
àâòîìîðôèçìó γ, à íå òå, êîòîðûå èñïîëü-
çóþòñÿ â ïðåäûäóùåì ñïîñîáå îòñå÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Vi, ýëåìåíòû
êîòîðîãî ìû ïåðåáèðàåì äëÿ ïðîäîëæåíèÿ
îáõîäà äåðåâà èç êàêîãî-òî óçëà ãëóáèíû l.
Â ïðîöåññå ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà äî ýòîãî
óçëà l âåðøèí áûëè «çàôèêñèðîâàíû», êîã-
äà ìû îòäåëÿëè èõ îò èõ ÿ÷ååê. Íàçîâ¸ì
ìíîæåñòâî ýòèõ âåðøèí fixed.

Â ðàáîòå ÌàêÊåÿ äîêàçàíî ñëåäóþùåå:
åñëè fixed ⊂ fix(γ), òî ìîæíî ïðèñâîèòü â Vi

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
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ïåðåñå÷åíèå Vi ∩ mcr(γ) áåç óùåðáà äëÿ àë-
ãîðèòìà. Ôàêòè÷åñêè, ðå÷ü èä¸ò îá àâòîìîð-
ôèçìàõ, êîòîðûå «íå çàòðàãèâàþò» çàôèê-
ñèðîâàííûå âåðøèíû. Èõ îðáèòû ìîæíî
ýêñïëóàòèðîâàòü òàê æå, êàê è â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, ÷òî è äåëàåòñÿ ïóò¸ì ïåðåñå-
÷åíèÿ Vi è mcr(γ). Îçíà÷åííàÿ îïåðàöèÿ âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ γ, fix è mcr êîòîðûõ
ìû óñïåëè ñîõðàíèòü íà äàííûé ìîìåíò.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà ìîæåò áûòü î÷åíü
ìíîãî, è ñîõðàíÿòü âñå fix è mcr íå âñåãäà
âîçìîæíî. ÌàêÊåé ðåêîìåíäóåò îãðàíè÷è-
âàòü êîëè÷åñòâî ñîõðàíÿåìûõ fix è mcr ÷èñ-
ëîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì êîëè÷åñòâó âåðøèí
â ãðàôå ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèè áîëü-
øå 1 (ó íåãî ïî÷åìó-òî 50/32).

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÖÅËÈÊÎÌ

Â êîäå (ñì ëèñòèíã 4) èìåþòñÿ ãëîáàëü-
íûå ïåðåìåííûå:

getcanon � îïöèÿ ïîëó÷åíèÿ êàíîíè-
÷åñêîé íóìåðàöèè â ρ;

gca_first � óðîâåíü îáùåãî ïðåäêà òå-
êóùåãî óçëà è ξ;

gca_canon � óðîâåíü îáùåãî ïðåäêà òå-
êóùåãî óçëà è ρ;

orbits � ìàññèâ èíäåêñîâ îðáèò; ñî-
äåðæèò äëÿ êàæäîé âåðøèíû íîìåð ìèíè-
ìàëüíîé âåðøèíû â å¸ îðáèòå;

Ψ � ñïèñîê ïîñ÷èòàííûõ ìíîæåñòâ fix
è mcr äëÿ íàéäåííûõ àâòîìîðôèçìîâ.

ÄÅÒÀËÈ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

Àâòîðñêàÿ èìïëåìåíòàöèÿ nauty ñîäåð-
æèò òðþêè äëÿ óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ
è óìåíüøåíèÿ ðàñõîäà ïàìÿòè:

� äëÿ õðàíåíèÿ ãðàôà è ìíîæåñòâ èñ-
ïîëüçóþòñÿ áèòîâûå ìàññèâû;

� âñÿ öåïî÷êà ïîäðàçáèåíèé îò êîðíÿ
äåðåâà ê òåêóùåìó óçëó êîäèðóåòñÿ âñåãî
äâóìÿ ìàññèâàìè (lab è ptn). Ïðè âîçâðà-
ùåíèè ê ðîäèòåëüñêîìó óçëó ðàçáèåíèå âîñ-
ñòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêöèåé recover.

Ïîäðîáíîñòè ìîæíî óçíàòü â äîêóìåí-
òàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ nauty [10] è â èñ-
õîäíîì êîäå.

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

Ïðåëåñòü èçëîæåííîãî àëãîðèòìà â òîì,
÷òî â í¸ì ìàëî çàâÿçîê íà òî, ÷òî èñõîäíîå
ìíîæåñòâî âåðøèí � ýòî âåðøèíû ïðîñòî-
ãî ãðàôà. Ôàêòè÷åñêè ìîæíî íàõîäèòü àâ-
òîìîðôèçìû è êàíîíè÷åñêóþ íóìåðàöèþ
äëÿ ÷åãî óãîäíî, íàïðèìåð:

� äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ (íèêà-
êèõ èçìåíåíèé â àëãîðèòìå íå òðåáóåòñÿ;
ÌàêÊåé â ñòàòüå óïîìèíàåò îðèåíòèðîâàí-
íûå ãðàôû, è â nauty åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îïöèÿ digraph);

� äëÿ ãðàôîâ ñ ðàñêðàøåííûìè âåðøè-
íàìè (âñ¸, ÷òî òðåáóåòñÿ, � íà÷èíàòü íå ñ -
ýëåìåíòàðíîãî ðàçáèåíèÿ, à ñãðóïïèðîâàòü
âåðøèíû ïî öâåòàì; ýòà îïöèÿ òàêæå îïè-
ñàíà ó ÌàêÊåÿ è èìååòñÿ â nauty);

� äëÿ ãðàôîâ ñ ðàñêðàøåííûìè ð¸áðà-
ìè (âñ¸, ÷òî òðåáóåòñÿ, � èçìåíèòü ôóíê-
öèþ cmp òàê, ÷òîáû îíà ó÷èòûâàëà öâåòà
ð¸áåð; òàêæå ìîæíî áîëåå ýôôåêòèâíî íà-
ïèñàòü ïðîöåäóðó Refine äëÿ óòî÷íåíèÿ ðàç-
áèåíèÿ).

ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Íå áûëî óïîìÿíóòî îá îãðîìíîì êîëè-
÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ îïòèìèçàöèé, èìå-
þùèõñÿ â êîäå nauty. ÌàêÊåé ïðèçíà¸ò, ÷òî
ó íåãî ñàìîãî íå âñå îíè çàäîêóìåíòèðîâà-
íû. Âîò òîëüêî íåêîòîðûå:

• «Äàðîâûå» àâòîìîðôèçìû (cheap
automorphisms, implicit automorphisms), äëÿ
îáíàðóæåíèÿ êîòîðûõ íå òðåáóåòñÿ äîõîäèòü
äî äèñêðåòíîãî ðàçáèåíèÿ. Ðàáîòàþò â nauty
òîëüêî äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ (öâå-
òà âåðøèí äîïóñêàþòñÿ).

• Ïðîâåðêà àâòîìîðôèçìà cmp(π, ξ) ìî-
æåò äåëàòüñÿ áîëåå ýôôåêòèâíî áåç âûçîâà
cmp, ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî ξ íèêîãäà íå ìåíÿ-
åòñÿ è íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî, åñòü ëè èçî-
ìîðôèçì.

• Ïñåâäî-êàíîíè÷åñêèå êîäû ðàçáèå-
íèé, áëàãîäàðÿ êîòîðûì ìîæíî âûÿâèòü
îòñóòñòâèå àâòîìîðôèçìà, íå ïðîâåðÿÿ åãî
ÿâíî. Îíè æå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäâàðè-
òåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ çíàêà ôóíêöèè cmp.

• Ïðè âûáîðå ÿ÷åéêè Vi äëÿ ïîäðàçáèå-
íèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ýâðèñòè-
êè ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà.



33

Êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ ãðàôîâ è áèáëèîòåêà nauty

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Ëèñòèíã 4
function AutomorphismSearch(πππππ)
   FirstNode(1, πππππ)

function FirstNode(level, πππππ = [V0|...|Vk])
   πππππ ←←←←← Refine(πππππ)
   if πππππ � äèñêðåòíîå:
      ξξξξξ ←←←←← πππππ
      gca_first ←←←←← level
      if getcanon:
         ρρρρρ ←←←←← πππππ
         gca_canon ←←←←← level
      return level-1
   Vi ←←←←← ïåðâàÿ ÿ÷åéêà πππππ, â êîòîðîé áîëüøå îäíîé âåðøèíû
   for v ∈∈∈∈∈ Vi
      if orbits[v] ≠≠≠≠≠ v:
         continue (ñîêðàùåíèå 3)
      πππππ�←←←←←[V0|...|{v}|Vi\v|...|Vk]
      fixed ←←←←← fixed ∪∪∪∪∪ v
      if v � ïåðâàÿ âåðøèíà â Vi:
         rtnlevel ←←←←← FirstNode(level+1, πππππ�)
         gca_first ←←←←← level
      else:
         rtnlevel ←←←←← OtherNode(level+1, πππππ�)
      fixed ←←←←← fixed \ v
      if rtnlevel < level:
         return rtnlevel
      if level < gca_canon:
         gca_canon ←←←←← level
   return level-1

function OtherNode(level, πππππ = [V0|...|Vk])
   πππππ ←←←←← Refine(πππππ)
   if πππππ � äèñêðåòíîå:
      if cmp(πππππ,ξξξξξ)=0:
         AddFixMcr(ξξξξξ-1°πππππ)
         JoinOrbits(ξξξξξ-1°πππππ)
         return gca_first (ñîêðàùåíèå 1)
      if getcanon:
         comp ←←←←← cmp(πππππ, ρρρρρ)
         if comp=0:
            AddFixMcr(ρρρρρ-1°πππππ)
            JoinOrbits(ρρρρρ-1°πππππ)
            return gca_canon (ñîêðàùåíèå 2)
         if comp>0:
            ρρρρρ ←←←←← πππππ
      return level-1
   Vi ←←←←← ïåðâàÿ ÿ÷åéêà πππππ, â êîòîðîé áîëüøå îäíîé âåðøèíû
   for (fix, mcr) ∈ Ψ∈ Ψ∈ Ψ∈ Ψ∈ Ψ:
      if fixed ⊂⊂⊂⊂⊂ fix:
         Vi ←←←←← Vi ∩∩∩∩∩ mcr (ñîêðàùåíèå 4)
   for v ∈∈∈∈∈ Vi:
      πππππ�←←←←←[V0|...|{v}|Vi\v|...|Vk]
      fixed ←←←←← fixed ∪∪∪∪∪ v
      rtnlevel ←←←←← OtherNode(level+1, πππππ�)
      fixed ←←←←← fixed \ v
      if rtnlevel ←←←←← level:
         return rtnlevel
      if level < gca_canon:
         gca_canon ←←←←← level
   return level-1
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Abstract

Canonical code is the notation for the graph structure, which is invariant to isomorphism.
The article briefly illustrates the significance of canonical codes in general, and reveals
some connection of the canonical code building to other problems common to computer
science. A short overview of the currently popular algorithms is presented. The ideas of
Brendan McKay's algorithm, implemented in his famous library «nauty», are described.
That is, refinement of the vertex partition and use of automorphisms to prune the search
tree. A simplified pseudo-code of the entire algorithm is shown.
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